Sur le Papyrus graecus genevensis 259

Par Jacques Sesiano, Lausanne

Ariadnae

1. Introduction

En 1978, M. J. Rudhardt a édité le texte du verso du Papyrus graecus 259 de
la Bibliotheque de Geneve, du deuxieme siecle apres J.-C., contenant trois pro-
blemes de géométrie, dont les deux premiers sont conservés presque intégrale-
ment alors que le dernier est séverement mutilé'. En 1986, nous avons fait pa-
raitre une analyse mathématique de ces problemes en nous appuyant sur le
texte qu’avait publié J. Rudhardt®. Revenant sur ce groupe de problémes en
préparant une étude concernant un aspect de I’algébre grecque’, nousavons dé-
siré examiner plus attentivement le papyrus lui-méme, et il nous est alors ap-
paru que son édition €tait entachée de quelques erreurs de lecture et que la
compréhension de la résolution du dernier probleme permettait d’en rétablir le
texte avec une grande vraisemblance.

L’importance du Papyrus 259 est, pour I'histoire des mathématiques du
moins, considérable, car il est I’'un des rares documents rapportant une forme
rudimentaire de I’algebre antique, plus guere connue aujourd’hui. En effet, I’al-
gebre grecque est resté liée au nom de Diophante d’Alexandrie (vers 250), au-
teur d’'une Arithmetica en treize livres (pipAiia), dont six sont conservés en grec
et quatre autres dans une traduction arabe du X° siecle®. Cette derniére forme
d’algebre est, mutatis mutandis, assez proche de la ndtre: Diophante y utilise
des symboles pour I'inconnue et ses diverses puissances ainsi que pour quelques
opérations; plus encore, le raisonnement algébrique rigoureux en rend la lec-
ture aisée au lecteur moderne, pour autant qu’il possede quelque teinture des
mathématiques.

Ce méme lecteur restera en revanche interdit devant la premiere forme
d’algebre, celle qui est primitive et que I’on pourrait qualifier d’archaique
puisqu’elle apparait aussi dans des textes cunéiformes remontant aux années
—-1800 écrits en accadien, mais que I’on croit adaptés de textes antérieurs sumé-
riens. Les problemes y sont traités d’une fagon fort singuliere: on parvient a la

1 «Trois problemes de géométrie. conservés par un papyrus genevois», MusHelv 35 (1978) 233—
240. Reproduit dans P. Schubert, Les papyrus de Genéve, vol. Il (Genéve 1996) 49-53 (n* 124).

2 «Sur un papyrus mathématique grec conservé a la Bibliotheque de Geneve», MusHelv 43
(1986) 74-79.

3 «An early form of Greek algebra». Centaurus 40 (1998) 276-302.

4 P. Tannery, Diophanti Alexandrini Opera omnia cum Graecis commentariis (Leipzig 1893—
1895.2 vol.):J. Sesiano, Books [V to VII of Diophantus’ Arithmetica in the Arabic translation at-
tributed to Qusta ibn Laga (New York 1982).
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solution au travers d’une suite de calculs apparemment décousus, menés sans
que I’on sache ni quelle est ’équation a résoudre ni pourquoi on procede ainsi,
en telle sorte que seule ’exactitude des résultats conduit a soupgonner ’exis-
tence d’une méthode. La clef de I'interprétation s’obtient en supposant la con-
naissance par le lecteur d’un petit nombre d’identités remarquables qui sont
utilis€es pour déterminer les valeurs des grandeurs cherchées. Ainsi s’explique
le cheminement des calculs dans les deux derniers problemes de notre papyrus
(le premier n’est qu’une banale application du théoréeme de Pythagore). Ainsi
s’explique aussi la résolution de quelques autres problemes du second degré
d’origine grecque conservés les uns dans des écrits d’agrimenseurs romains et
les autres dans un ensemble mathématique disparate réuni sous le nom de
Héron d’Alexandrie’.

2. Lecture et restauration du texte

La transcription qui suit reprend les notations d’usage, a savoir des cro-
chets pour enfermer des parties illisibles et un point placé sous une lettre pour
indiquer qu’elle est endommagée, mais néanmoins reconnaissable —au moins a
posteriort.

Premiere colonne: Deuxiéme colonne:

Eoto ¢ nu[..]v tou[]o[.]v exov Y. B ta B agere amo twv M
mv uev #af.]to[.] mo® y v AOLTTO. C WV TULOOV Y E0TaL
de vmotew[..]Joav & gvpewy n naf.Jtoc ¥ emerta Ta y
v Boowv gvonoouev de ager]. .Jmo twv 1 Aowma €
ovtw[.] Ta € e al.]ta yu xe ea[...] apa n vmotewvovoa
HOL TAL Y € CQUTA YL U %Ol o n[.] e

o Twv xe apov ta ¥ [Jouta g

wv mhevoa O eotal.] n Pa

olg 0 ouoww[.] de nalL e ol

AV aotduwv €UQNOOUEV. [}’]

5 Voir F. Blume/K. Lachmann/A. Rudorftf, Die Schriften der romischen Feldmesser (Berlin 1848—
1852, 2 vol.) 1 297-299 ou N. Bubnov, Gerberti postea Silvestri II papae Opera mathematica
(Berlin 1899) 511-513, respectivement le vol. IV (edd. G. Schmidt/J. Heiberg) des Heronis
Alexandrini Opera quae supersunt omnia (Leipzig 1912) 415-419 et 422-427. Le texte de ces
problemes est reproduit, avec parfois quelques remaniements mineurs, en annexe de I’étude
mentionnée dans la note 3.
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. Jowywv[.]v opBoywy]...]
v wad.Jrog wow M B[]
. ..Jo m0* G 1 de vmol...]
P[] evoew T[.. L]
~Jav o xal T[]
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[
[
{ e Juev e [
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Eav 1 toryovov optoywv[.Jov Jta of.. ...]
ov N pev xodetog [.Jar n vwo

TELVOUOX LG TO OUTO T° 1) ]

n 8¢ Baolg mo* & TovTOU Jav [0 s s ]
o Wy Cnmnol.Juel ] A Ao ]
™MV TE€ RAVETOV XAl TNV TOUTA [oer ver o 2]
UTTOTELVOUOOV EVQENOO AOLTTQL [o e oo v ]
uev dg ovtwg T S e al.] EOTOL [- vovveee + e ]
TA YU I UEQLOOV IS TOV 1 APE[ee wer v v e ]

(ici s’arréte la deuxieme colonne)

S’il est ais€ de compléter le texte des deux premiers problemes, on ne sau-
rait combler les lacunes du troisieme sans comprendre pleinement sa significa-
tion mathématique, théorique et numérique. Or, le cheminement de sa résolu-
tion ne laisse place a aucun doute des lors que I’on a compris sa nature algébri-
que particuliere et que I’on connait ses donné€es numériques; il ne reste alors
plus qu’a restituer le texte manquant en tenant compte du nombre des caracte-
res que contient approximativement une ligne du papyrus®.

"Eotw 8¢ mdhv Tolywvov #ov / v uév xdadetov moddv vy, v / 68
vroteivovoav e, evpely / v Pdowv. Evonoouev 8¢ / obtwe. Td & &g’
Eautd yivovtar e/ wal td v &g’ favtd: yivovror ¥ wal &/mO TOV ne
doov ta U, Xomc‘xt_g/ ov mievod 6. “Eotal 1 Bd/oic 8. “Ouoiwg 6& »al ém’
CIVINOY a@tﬁuwv gVQNOOLLEV.

"Eav n Tolywvov ogf}oywwov / oV 1) uev xadetog nol n vITO/TEIVOVO
elg T0 aiTO TOdMV 1), / n o¢ Bamg noddv 8, TouTov / nat’ idlav Tntrjco-
pev / Ty te xadetov nai rnv / Unorewovoav Ev@noo/usv o¢ ovtwe Ta
S £’ Eav/tar YLVOVIO.L e uéQLoov eig Tov n/ yivovrat B ta B dpere Ao
TV 1/ Aot ¢ oV fuov y. "Eoton / n nadetog . "Emerta ta vy / dgele
Ao TV n AMownd €. / "Eotar doa n vroteivovoo / TodMV €.

"Eav 1) IQLY(DVOV opdoywviov / ov 1 uev xaﬁerog rai 1 Paoig / eig to
avto TOd®V LG, 1 0¢ vmotel/vovoa TOdMV Ly, gVEEV TV TE / nadetov

6 Comme le fait ['édition précédente. nous rétablissons le cas échéant (avta, 15, uoov, xat
W) la forme grecque classique et complétons les termes abrégés (yi, 1o0).
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nat’ dlav rai n“|v / Bo’tow Evonoouev 8¢ ob/twg. T vy ¢’ favtd, &Y
Kai / 1 1C \C €@’ EauTa ywowou ond. Td / oD _olnoov dig: yivovtau IM]
/ Kai & ond acps)\e Ao T@v/ M houtd wf} WV n)\era T/ Tatta ag-
ehe &mo t@v 1L/ houtd 1+ Tovtwv 1O Huov e / “Eotar 1 wddetog £ Tab-
100 / dpehe Ao t@v (L Aownd 1f. / “Eotar doa 1) Bdoic moddv Lp.

Dans la traduction des problemes trouvée ci-apres, nous avons rendu
nadeTog et mhevpa par leurs sens respectifs plus spécifiques de «hauteur» et de
«racine». Nous avons en outre maintenu ’'usage, quelque peu lourd, de I'article
défini devant des nombres qui, soit qu’ils fassent partie des données du pro-
bleme soit qu’ils aient €té entre-temps calculés, sont déja connus du lecteur:
c’est grace a ces articles que I’on peut voir apparaitre la formule utilisée.

Soit a nouveau un triangle ayant une hauteur de 3 pieds et une hypoténuse de
5; a trouver la base. Nous (la) trouverons ainsi. Les 5 par eux-mémes font 25, et
les 3 par eux-mémes font 9; des 25, soustrais les 9; il reste 16, dont la racine est 4.
La base sera 4. Nous (la) trouverons semblablement pour d’autres nombres.

Si l'on a un triangle rectangle dont la hauteur et [’hypoténuse jointes font 8
pieds, et la base est 4 pieds, et que nous désirions rechercher la hauteur et ’hypoté-
nuse séparément. Nous (les) trouverons ainsi. Les 4 par eux-mémes font 16; di-
vise(-les) par les 8, cela fait 2; soustrais les 2 des 8, il reste 6, dont la moitié est 3. La
hauteur sera 3. Ensuite, soustrais les 3 des 8; il reste 5. L’hypoténuse sera donc de
5 pieds.

Si l'on a un triangle rectangle dont la hauteur et la base jointes font 17 pieds,
et 'hypoténuse est 13 pieds, a trouver la hauteur séparément ainsi que la base.
Nous (les) trouverons ainsi. Les 13 par eux-mémes sont 169. Et les 17 par eux-
mémes font 289. Prends le double des 169; cela fait 338. Soustrais les 289 des 338;
il reste 49, dont la racine est 7. Soustrais-les des 17; il reste 10, dont la moitié est 5.
La hauteur sera 5. Soustrais-les des 17, il reste 12. La base sera donc de 12 pieds.

3. Interprétation mathématique

Comme cela a été mentionné dans le premier paragraphe, la résolution de
ce type de problemes algébriques présuppose la connaissance d’identités élé-
mentaires. Ainsi, la résolution des deux derniers probleémes repose sur les trois
suivantes, qui toutes font intervenir la somme et la différence de deux quantités
que nous représenterons ici par a et b.
¢ [dentité I: Connaissant la somme et la différence de deux quantités, trouver la
valeur de chacune d’elles.

N
Il

[(a+b) + (a=b)]
[(a+b) - (a=b)]

[ )
[l
NOI— DNI—
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o Identité II: Le produit de la somme et de la différence de deux quantités égale
la différence de leurs carrés.

(a+b)(a-b) = a* - b’

e Jdentité I1I: 1 addition des carrés de la somme et de la différence de deux
quantités égale le double des carrés de ces deux quantités.

(a+b)’ + (a-b)’ =2(a’ + b

Comme nos problemes concernent des triangles rectangles, lesquels satis-
font donc I’équation «* + v* = w? (o1 par convention u désigneraicila base et v la
hauteur, w représentant I’hypoténuse), I’identité III prendra la forme particu-
liere suivante:

(u+v)* + (u~v)’ =2(1% + V*) = 2w .

Seules ces trois identités interviennent dans nos probleémes. L’identité I —
ou plus précisément la seconde des deux expressions qui la composent — joue le
role d’équation de résolution, car c’est elle qui permet de déterminer alafinla -
grandeur cherchée. Son emploi suppose doncla connaissance de la somme et de
la différence d’une paire de quantités; la somme étant dans nos deux problémes
donnée, le calcul de la différence fait ’objet de la premiere partie de la résolu-
tion, et c’est 1a que I’auteur des problémes a recours aux identités II et III.

u

Dans le premier probléme, 1a hauteur v et ’hypoténuse w sont données et
’on désire calculer la base u. C’est une banale application du théoréme de Py-
thagore «’ + v’ = w? lorsque I’on connait deux des cotés d’un triangle rectangle.

Dans le deuxiéme probléme, on connait la base u et la somme de ’hypoté-
nuse w et du troisieme coté v, et I’on recherche ces deux derniéres quantités.

Considérons généralement que u=I et w+v=k sont les données. Comme, en
vertu de I’identité 11, u* = w’-v* = (w+v)(w—v), nous aurons

Nous connaissons donc w-v et w+v=k. Ainsli, par application de I'identité I, qui
devient

v = %[(w+v) - (w-v)] = %[k —/L(Z]’

nous connaitrons la hauteur du triangle, grace a laquelle nous obtenons de suite
I’hypoténuse, puisque
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w=(w+v)-v=k-v

C’est bien par ces deux derni€res relations que sont déterminées v et w
dans le texte. On voit en effet que, avec les valeurs numenques w+v=k=8 et
u=I=4, ’auteur calcule successivement 7, 7[; k- - -2[k E] =v =3, et finalement
k-v=w=35.

Dans le troisiéme probléme, les données sont u+v=k et w=[, et I’on recher-
che les valeurs individuelles de u et v. L'utilisation de I’identité de la demi-
somme et de la demi-différence requiert donc préalablement la détermination
de u-v.

Comme (selon I'identité IIT) (u+v)’ + (u—v)’ = 2w?, on aura que k> + (u—v)’ =
20, d’ott u—v = V2P-K>.

Puisque u+v=k est connu, on peut, par I’identité I, calculer par exemple la
hauteur

v=3(u+v) - (u-v)] =3[k - V27,
de laquelle on déduira la longueur de la base
u=u+v)—-v=k-v.

Avec u+v=k=17 et w=I=13, le texte utilise effectivement ces deux dernieres
relations pour déterminer v puis u. L’auteur calcule ainsi, successivement sem-
ble-t-il, £, k&, 2P, 2P—k*, N 2Pk, k —N2P-K?, -2[k V2P-K*] = v = 5, et finalement
k-v=u=12.

La fin de ce probléme devait se trouver dans une colonne a droite du frag-
ment conservé, et sans doute était-elle suivie d’une illustration similaire aux
précédentes ou auraient figuré les valeurs des trois c6tés. Quant a la colonne
qui apparaissait a gauche du fragment, son sujet devrait laisser place a bien des
conjectures puisque seule une lettre, a, en est encore lisible. Mais d’autres
moyens d’évaluation existent. Il est d’abord quasiment certain, considérant le
ndhv de la premiere ligne, que le probleme précédent concernait aussi un
triangle rectangle. Comme ensuite la premiere figure conservée contient I’indi-
cation de I’aire du triangle alors que ceci n’intervient aucunement dans notre
premier probleme, et que cette information ne parait point étre ajoutée par le
scribe, il est raisonnable d’imaginer que la premiére figure servait également
d’illustration pour le probleme précédent, probleme dans lequel seraient donc
intervenus I’aire et des cotés (mais point le théoréme de Pythagore puisqu’il fait
I’objet du premier probléme conservé). En revanche, rien ne permet de savoir
si ladite aire était donnée ou a trouver, car lesillustrations de notre papyrus font
figurer les éléments du triangle tant connus que cherchés. S’il s’agissait de cal-
culer la surface en partant de la connaissance des deux cotés perpendiculaires,
le probleme aurait été aussi banal que son successeur, puisque la formule § =
Lyv n’arien 2 envier en notoriété au théoréme de Pythagore. Mais d’autres pos-
sibilités existent, comme celle de trouver u et v lorsque ’on connait soit S et w,
soit (ce qui raccourcit la résolution) S, w et u+v. Nous mentionnons ces deux
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problemes parce que leur existence est attestée dans ’antiquité: ce sont ceux
qui, traduits en latin, furent incorporés dans des traités d’agrimenseurs ro-
mains. Ils font donc partie de cette dizaine de problemes du second degré réso-
lus a I’aide d’identités dans I’antiquité grecque dont nous avons parlé au début,
et que nous connaissons mieux a présent grace a deux des trois problemes du
papyrus conservé a Geneve.
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